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Resumen

El movimiento de una particula cargada en un campo magnético constante es analizado
por medio de la integral de camino en del espacio fase. Para encontrar el propagador, la
accion es expresada en términos del espacio fase y el campo magnético es expresado
como el rotacional de un vector potencial que satisface la condicién gauge de Coulomb
para un campo magnético. Se obtiene la expresion del oscilador armonico unidimensional
como expresion matematica que describe el comportamiento de la particula cargada en
el campo magnético constante. Se muestra que el vector potencial tiene un rol
fundamental en la simplificacion de este resultado.

Palabras clave: integral de camino, particula en campo magnético, propagador, espacio
de fase.

ABOUT THE PHASE-SPACE PATH INTEGRAL OF A PARTICLE IN A CONSTANT
MAGNETIC FIELD

Abstract

A charged particle moving in a constant magnetic field is analyzed through the space
phase path integral. To find the propagator of the particle, the action is expressed in terms
of phase space and the magnetic field is represented by a vector potential satisfying the
Coulomb gauge condition for a constant magnetic field. The math expression of a one-
dimensional harmonic oscillator as an expression that describes the behavior of a charged
particle in a constant magnetic field is obtained. It is shown that the potential vector play
a crucial role in simplifying this problem.
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INTRODUCCION

Para evaluar la integral de caminos de una particula de carga e en un campo magnético
constante se parte de su comportamiento como un sistema armonico y se emplea en su
solucion el propagador para un oscilador armoénico. Un segundo aspecto a tener en
cuenta en el desarrollo de la integral de camino es definir la accion mediante el
hamiltoniano, en funcién de los momentos y las posiciones, en el denominado espacio
fase [1], [2], [3]. EI campo magnético B se expresa como el rotacional de una funcion
vectorial A(x), denominada el vector potencial, que puede ser elegido de acuerdo a las
condiciones del problema, sin embargo se emplea la funcién A(x) = (0, Bx, 0) que resulta
ser la mas apropiada, con el campo apuntando en direccién del eje z. Este articulo sigue
los procedimientos descritos en Path Integrals in Quantum Mechanics, Statistics,
Polynter Physics, and Financial Markets de Hagen Kleinert [4], donde se puede encontrar
amplia informacién sobre el tema.

CALCULO DEL PROPAGADOR CON EL VECTOR POTENCIAL A’

Seleccionemos el sistema de coordenadas tal que B =V x A’, apunte en la direccién del
eje z, de tal manera que el campo se describe por el vector potencial que tiene las
componentes

1 ! 1 ! 1
By, Ayzin, A,=0 (1)

En general, la accion en el espacio fase se expresa como [5]
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slp,x] = [[* de[pic - 2= (p - 2a) | @

y el propagador esta dado por

+ oo D ( )
G tolrate) = | Dx(o) (zph;
+00 d3

T n i T

Al ser reemplazados Ios componentes de A se obtiene el propagador:

T dp, e dpxkdpyk
(xn, oo ta) = f 2mh 1_[ f dx;dy; 1_[ f " (2nh)?z

X ex (zp—2,) — (tp —t)p ex{S} )
p fl pz\Zp a a m p h R
donde Sy es la accion reducida:
N+1 c mQZ
Sp = Z {pxj(xj Xj— 1) px} 2 j2 j —Yj- 1) py]
j=1
mQ2 (5)

) i + eQpyx; — pxjyj)}'
La ecuacion (5) representa la accién para un oscilador bidimensional con frecuencia , y
los dos ultimos términos de la exponencial son las componentes z del momento orbital
angular. Sin embargo, sabemos que la trayectoria de la particula en un campo magnético
empleando la accion clasica es circular (para el caso xy) y para describir tal movimiento
solo se requiere basicamente de la expresion para un oscilador arménico unidimensional.
Es necesario replantear el procedimiento utilizado y buscar una alternativa en la
transformacién gauge que simplifique el procedimiento para emplear un oscilador
unidimensional. Para hacer esto, descomponemos el vector potencial empleando la
transformacion A’ = A(x) + Va(x), donde a(x) es una funcidn escalar arbitraria. En este
caso el vector A(x) con componentes [6]

Ay=0, A,=Bx, 4,=0 (6)
y la funcion a(x) = —(1/2 )Bxy, permiten que el campo magnético sea descrito como
B =V x A. Este vector satisface la condicion gauge de Coulomb VA = 0 empleada para
campos estaticos.
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CALCULO DEL PROPAGADOR CON EL VECTOR POTENCIAL A(x) = (0, Bx, 0)

De acuerdo a la ecuacion (3), el propagador
+ o0
Dp(t )
(be tblxa,ta) = f_ Dx(‘[) (2 h)3

N +oo 1 Lo 3 .
d°pr L (7)
[ T[ " onanas [ [ o i

utiliza la accién S dada en (2), las cual se reemplaza por la accién discreta de tiempo,

utilizando las componentes del vector potencial dados en (6),
N+1

S = z {ij(xj - xj—l) + Pyj(J’j - J’j—l) + sz(Zj - Zj—l)

j=1

(8)

2
€ 2 2 2 2e € 2
_%[pxj +pyj +pzj py]Bx] + BZ

Se transforma esta expresion reordenando las variables y;, z; de la siguiente manera:
N+1

Z Pyj(J’j - J’j—1)+sz(Zj - Zj—l) =DPyN+DYN+1 T Pz(v+1)2ZN+1 — Py1Yo — Pz1Zo
j=1
- (py(N+1) - pyN) YN — (pz(N+1) - PzN) ZIN — (Pyz - Py1)3’1
— (P22 — P21)71-

Utilizamos la transformada de Fourier de la funcion § de Dirac para analizar esta relacion.
Podemos observar entonces, que para no obtener una solucién trivial, las integrales de
los N momentos p,(n = 1, ..., N) se evaluaran con la condicion py = py_1 = *-* = p4, pOr
lo tanto la integracion sobre las variables y;, z; produce conduce a las funciones § de
Dirac:

(2mh)®N [5(Py(N+1) - PyN)5(Pz(N+1) - pzN) 5(Py2 - py1)5(Pz2 - Pz1)]-

En consecuencia, la amplitud de transicion puede ser representada de la forma:

Tdp dpz dp i
(xb; tblxa: ta) = j y 1_[[ d'xj 1_[.[ (271';’32 exp {g [py(:)/b

~¥a) + Pz = 20) = (8 — to) ,fm]} exp {3 52),

9)
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en donde se ha obtenido la accion reducida para un oscilador armonico unidimensional

. eB . . Z
con frecuencia w = — (la frecuencia de ciclotron),

(et € , € eB \? (10)
Sk = Z Pxj(% = %j-1) — om Pxi _ﬂ<py —ij) -
Jj=
Integrando entonces la expresion (9) obtenemos
(X tpl X t) = —
ol Xatal = 1o en w(ty, —tg)
><exp<£ mo {[Cxp — x0)? + (x4 — x0)?] cos w(t, — tg)
h2senw(t, —ty) 2 ° a 70 b ta

- 205 — %) (xa=x0)} )

Aqui aplicamos la solucién para el oscilador armonico cuyo centro de oscilacion x, = %
depende de p, [6], donde el radio r = £ es el radio de Larmor.

Al evaluar la integral gaussiana en p, se obtiene la expresion

m im(zb - Za)z
/Znih(tb —tg) % exp I 2a(t, — tg) | (11)

Por Gltimo evaluamos la integral en p,, con p,, = mwx,, obteniendo

+oo i
mw f dxo exp {g [mwx, (y, — ya)]},
y finalmente el propagador (9) toma la forma
imw
— %0 (b — Ya)

* %ZSen wn(l:; — tq) (G — %002 + (ra = %) cos(ty — ) 2

— 2(xp — x0) (xqg—x0)}-
Efectuando los productos, se obtiene la expresion para la exponencial
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imo

cosw(t, —tg) cosw(ty — tz)
—{xo(yb ~ Ya) + (x§ +x4) - -

— (xoxp + XoXq)

h 2sen w(t, —t,) sen w(t, —t,)

, cosw(ty, —tg) XpXg XpXo XgqXo

x —
0 2senw(t, —t,) senw(t,—t,) senw(t,—t,) senw(t,—t,)
b a b a b a

X3
senw(t, —ty))

Simplificamos esta expresion y la llevamos a la forma clasica ya conocida [8]. Para esto,
expresamos toda la suma en términos de la tangente del &ngulo medio y completamos
cuadrados en x,, obteniendo la expresion

imw
2h

(xp — xg)?
sen w(t, — ta)}
Xp + Xq Yb — Va
— Ttan[w(tb —ta)/2] (xo 2 2tanfw(t, —ty/2 ]>
imow (xb + xa)z (Yb - Ya)z
+ = [ S tanfw(t, —ta)/2] t o anlw(t, — /2]

{—(xg + x2) tan[w(t, — ty)/2] +

imw 2

mmaow
+ 7 (xb + xa)(yb - ya)l-

A partir de la integral gaussiana en x,, se obtiene el factor:

mw nh
2rh |[imw tan[w(t, —t;)/2 ]

Finalmente se obtiene el propagador,

3
{xp, tpl % ta) = (Znih(tb — ta)) sen[w(ty —tq)/2]

{i m lim(Zb - Za)z w
X exp Y7

R 7| 2n0, =y T 2 Otlelts — ta)/2]1 0o = %a)*+ (b — ¥a)’]

+ w(XaYp — XpYa) + W (xpyp — xaya)l
en donde el dltimo término que aparece en la exponencial no esta presente en la

., ;. . . ’ 1 .
expresion clasica, ya que alli se emplea el vector potencial A" = SBXxr.yes denominado
término de superficie [4]. La misma situacion se puede observar en el caso de la accion
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para la integral de caminos dada en el espacio de configuraciones cuando la accion se
expresa en términos del lagrangiano [7].

CONCLUSION

La técnica de las integrales de camino en el espacio fase permitié la obtencién de un
resultado mas preciso, con una componente de superficie, mostrando que existe una
fuerte relacién entre el hamiltoniano y la varianza gauge empleada para describir el
campo magnético. La integral de camino para un oscilador armoénico resulta
matematicamente mas sencilla en su solucién que con métodos de la mecénica clasica.
Es importante recalcar, que a su vez la comprension del comportamiento del oscilador
armonico contribuye a problemas mas complejos como el caso de una particula cargada
en un campo magneético y otros no expresados en el presente trabajo. La parte con mayor
dificultad reside en conciliar el resultado obtenido con el resultado clasico donde el trabajo
algebraico y trigopnométrico puede ser bastante tedioso, pero en general la expresion para
el propagador estd también sustentada por integrales gaussianas que facilitan el
resultado. Se ha demostrado ademas en el presente trabajo que al abordar el problema
para la particula en un espacio tridimensional, su solucion se reduce practicamente a la
solucién de un problema unidimensional. El rol del vector potencial en este proceso es
crucial ya que a partir de él resultado se simplifica a una sola dimension.
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