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Resumen:

Una estructura de la integral por recorrido para el electron relativista es propuesta en este trabajo. En
la construccion de esta integral es utilizada la ecuacion de Einstein-Smolukhovski y las
transformaciones de Fourier para cada una de las funciones de Green. Se hace un analisis de esta
integral para tres, cuatro y N puntos fijos en la trayectoria del electrén.

Palabras Clave: ecuacion de Einstein-Smolukhovski, transformaciones de Fourier, funciones de
Green, trayectoria del electron.

Construction of the integral per round for the Dirac theory through Fourier
transforms of the Green functions

Abstract

A path integral structure for relativistic electron is proposed. The Einstein-Smolukhovski equation and
the Fourier transformations for the Green functions are taken into account to this end. An analysis of
this path integral for three, four an N points at electron trajectory is made.

Keywords: Smolukhovski Einstein equation, Fourier transforms, Green's functions, the electron
trajectory

Resumo:

A estrutura da integral de caminho elétron relativista é proposto neste trabalho. Nesta construgao
integral é usada a equacao de Einstein Smolukhovski e transformagdes de Fourier para cada uma das
funcbes de Green. Uma analise deste integral para trés, quatro e N pontos fixos na trajetoria do
elétron.

Palavras-chave: Smolukhovski Einstein equacdo, transformadas de Fourier, funcdes de Green, a
trajetoria de elétrons.
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1.-Introduccion

Las integrales por recorrido para la teoria de
Dirac representan un tema actual en la Fisica
Tedrica y el problema de su construccion es
un problema abierto en nuestros dias. Cabe
mencionar algunos trabajos como los de
Takashi Ichinose [15], en donde se analiza la
construccion de una integral por recorrido
para la ecuacion radial de Dirac,
obteniéndose una representacion integral de
camino usando la funcién de Green para la
ecuacion radial de Dirac. El trabajo de B.
Gaveau [16] describe un camino de recorrido
para la ecuacion de Dirac y la derivacion del
piin espacial, donde se construye un nuevo
tipo de integral por recorrido para el
propagador de la ecuacién de Dirac.

En el presente trabajo se propone una nueva
alternativa para la construccion de las
integrales por recorrido para el propagador e
Dirac. Teniendo en cuenta las cualidades
matematicas de las transformaciones de
Fourier y su facilidad en interpretacion y
operacion, se propone construir las integrales
por recorrido expresadas a través de las
transformaciones de Fourier para cada uno
de los propagadores de Dirac
correspondientes a las transiciones entre
punto y punto de la trayectoria del electron.
Los propagadores de Dirac son por naturaleza
funciones generalizadas o distribuciones y por
lo tanto es indispensable tratarlos como tales.
Por esto mismo, como punto de partida para
la construccion de las integrales por recorrido
se toma la ecuacién de Einstein-Smolukhovski
que, en su forma de la teoria de
distribuciones, para tres puntos fijos &, ¢, &
en la trayectoria del electron toma la forma:

[ o5 ettt 20, = [ 00000

1)
En donde los propagadores de Dirac D estan
dados para los diferentes puntos, y # son
las funciones finitas que surgen de la teoria

de distribuciones. En la ecuacién (1) las
integrales estan expresadas a través de las
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tres coordenadas espaciales, es decir a la
izquierda de esta ecuacidn se tienen seis

integrales con respecto a las coordenadas *1
y ¥2. En la figura 1 se ilustra la forma de la
trayectoria para estos tres puntos.

Figura 1. Trayectoria recorrida por un electron desde
Xg hasta *z .

Teniendo en cuenta las transformaciones de
Fourier para cada uno de los propagadores,
se puede escribir la forma de las integrales
por recorrido expresada a través de estas
transformaciones

N

J' l_[f_..':__(n_:-u') Flw)d G,

j=1

donde D= son las transformadas de Fourier
para los propagadores de Dirac.

Funcion de Green
La funcion de Green para la ecuacion de
Dirac es por definicion aquella solucién D que
satisface la ecuacion

. g _
(_‘-"" = + :'rn.");'ﬂﬂ___'“'[r} = 4,

)

en donde P:™ se denota como el propagador
dado para el electron con masa my y con ¢t
como el tiempo que juega en esta ecuacion el
papel de parametro. La funcion de Green
tiene la forma

o {x) = 0 (j."‘ q.:" — :'rr!.")G;..

acr L
L

en donde 0+ es la funcién de Pauli-Jordan
_— ] r:]_iﬁf 3 __]J-'i(rr!\-':: - x7)
: 2 ar Y Ao
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expresada en el sistema de unidades c=1, &
es la funcion de Heaviside y /1 la funcion de
Bessel de primer orden. La interpretacion
fisica de la funcidon de Pauli-Jordan la dio por
primera vez Bogoliubov, y describe el cono de
luz para la particula relativista. Como se
puede ver, el primer término de esta funcidn,
correspondiente a la funcion delta, representa
la superficie del cono, mientras que el

segundo término, que contiene la funcién ¢
representa el interior del cono. Podemos
observar que cuando las coordenadas x
superan ct este segundo término es anulado

por la funcién &, es decir el electrén no
puede salirse del cono de luz, lo que
concuerda con la teoria especial de la
relatividad. Cuando x=ct solo queda el primer
término que corresponde entonces a la
funcion de Pauli-Jordan para el neutrino,
particula relativista que carece de masa y se
desplaza por la superficie del cono, es decir a
una velocidad igual a la velocidad de la luz.

Transformada de Fourier para el
propagador de Dirac

La transformada de Fourier para el
propagador (2) se puede calcular por la
formula de la transformacion de Fourier:

o) = ID,_.'“"{.':']&{('" DG,
@

Teniendo en cuenta las ecuaciones (2) y (3)
la transformada de Fourier explicitamente

tiene la forma
) ( -2%)  moel — Q. (T —27))
) = f " 2r 4n e
) (5)
Operando la expresion dentro de la integral
obtenemos después de ciertas operaciones

matematicas para la primera parte:

x g N g3,

J';-“(:-* i _:.mj)[—l:(::z._T 'r:)]ei"'"--‘)ns.rz.rcc-s wt — iy [(w) + I w|]5;EIlu
(6)

Para este resultado se utilizo la propiedad de
las distribuciones que permite transmitir la
derivacion de la funcién delta hacia la
exponencial cambiandole de signo. Ademas
se utilizaron algunas propiedades de las
funciones coseno y seno.

Bistua:Revista de la Facultad de Ciencias Basicas.2012.10(2):36-40

fcb

Para la segunda parte de (5) obtenemos

j ¥? (: ci‘ ) [_3(-_ j,—L 1 = 11,;,] gilmakglEhy
_J'_ G— A]Ji( Al ) TSEWON
o m J:( 1"" )
['“]f se— e — ) 1"— G 2,
E n( e ) ot
5 — )L B,
)
en donde @-W) es simplemente

yiws + ¥y wz +¥¥wWs | En el calculo de (7)
resultan expresiones matematicas muy
extensas que no valen la pena escribir aqui.
Nos limitamos simplemente a escribir el
resultado. La expresion (7) finalmente toma
la forma:

— senwt  sen(tfmTTw?
—Icoswt + I cos{tm P wh) + iy O [y ) + Im)]——— - ——=1,
cos cos(t W ” e

®

Finalmente, teniendo en cuenta (5), (6) y (8)
obtenemos la expresion para la transformada
de Fourier para el propagador de Dirac:

_— _ T m senftm™ w?
Tw) = ccs( ) W) + Ime—— = ——

9)

Como podemos ver, la transformada de
Fourier es una funcion analitica expresada a
través de las funciones seno y coseno, y no
sufre de complicaciones matematicas como la
funcion de Green directa, la cual contiene las
funciones delta de Dirac y de Heaviside.
Estructura de la integral por recorrido

Tomando la transformada de Fourier de la

Solucion Fundamental de la ecuacion de Dirac

(ecuacién (9)) se verifica que se cumple el

principio de la causalidad para el intervalo de

tiempo f1 =T =1z, Se halla entonces la

expresion:

la cual, luego de ciertos célculos matematicos

adquiere la forma:

o _'“'r =1I E‘ES[ ty W m3 + w? | — “3—+ sell[( 3 =t m? +w?
(10)
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lo que significa que se cumple el principio de
la causalidad:

™

fAm | fQm 17
B _-bm, _D

= -lCg

para tres puntos t;, T+ t,. Si se toman ahora
cuatro puntos fijos en la trayectoria de la
particula, entonces podemos escribir las
transformadas de Fourier de las funciones de
Green para los cuatro puntos y verificar de la
misma forma que (10), que se cumple el
pr)hrincipiorge la caEsaIidad
DE D, D = Di:_ ty
Donde f; £1f; =13 =1, Cabe destacar
que los calculos matematicos se hacen
méas complejos a medida que se aumenta
el nimero de puntos. Sin embargo se
puede hacer una generalizacion y escribir
la expresion para una trayectoria en donde
se tienen N puntos fijos. Para este caso
tenemos que se cumple

Figura 2.: Trayectoria recorrida por un

electron desde <o hasta v .
En resumen, la expresion (11) se puede
escribir

mmTEm = =
Dy - Dy, -~ Dpt,

B, =

- el W] - 22l 7]

donde 45Li= L —Lj-a-
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Por otro lado, la parte izquierda del principio
de causalidad para la solucion fundamental
de la ecuacién de Dirac (ecuacién (1)), puede
ser analizada dentro del margen de la teoria
de funciones generalizadas como un conjunto
cilindrico de trayectorias generalizadas

x(r), las cuales satisfacen las condiciones
[10]:

an;[rjﬁ.r{Tf.I:.-L;. [=1, 0,0,
o

donde @:{T}) son funciones dadas de
cualquier tipo; A; son vectores
tridimensionales que juegan el papel de base
del conjunto cilindrico. Entonces la integral
por recorrido para la teoria de Dirac se
puede definir por la integral

N
J' [1_[:: (_".r;-)} ofdy, A, 4, 3By e d By,
X A

i=1
la cual, expresada a través de las
transformadas de Fourier toma la forma:

J- lL[ET—-(F“) Flwdd G,

=1 (12)

obteniéndose una estructura de la integral
por recorrido para la ecuacion de Dirac en
funcion de su solucion fundamental y de las
transformaciones de Fourier para dicha
solucién. Cada una de estas transformadas
representa la transformada de Fourier de
cada una de las funciones de Green, que a su
vez describe la evolucién del electron como
una fuente puntual de accién instantanea, tal
como se define la funcion de Green.

Es importante recalcar que la integral por
recorrido es una forma de descripcién de la
mecanica cuantica, que permite entender
desde otro punto de vista los problemas del
micromundo en comparacion con la mecénica
de operadores. La férmula (12) permite
hacer operaciones matematicas mucho mas
sencillas que utilizando la  solucion
fundamental directamente. Ademas por la
igualdad de Parseval podemos en cualquier
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momento pasar a la funcién directa para
obtener resultados fisicos concretos.
Conclusiones

La transformada de Fourier de la Funcién de
Green puede ser expresada a través de
funciones analiticas como las funciones seno
y coseno.

La estructura de la integral por recorrido para
la ecuacion de Dirac puede ser representada
en funcién de las transformadas de Fourier
de las funciones de Green; estas Ultimas
describen una fuente puntual de accion
instantanea que se propaga a través del
tiempo. La transformada de Fourier
matematicamente  puede tener la misma
representacion que la funcion directa, y esto
se expresa claramente en la igualdad de
Parseval. Teniendo en cuenta lo anterior,
finalmente se propone una estructura para la
integral por recorrido para la Teoria de Dirac
en el caso de la particula libre.
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