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Resumen

El objetivo del trabajo es aplicar la axiomatica de Andrey Kolmogorov en la construccién de un proceso estocastico
para el caso de los valores medios de caudales del rio Pamplonita. La definicidon formal de un proceso estocdstico
se da en los siguientes términos. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, T un conjunto indexado y (22, F) un
espacio medible. Un (2, F) proceso estocastico valoradoen (£2,F, P) es una familia (Xt) de variables aleatorias,
tal que (Xt) : (Q, F) > (22, F). Aqui se tiene que t € T; generalmente en ingenieria se toma a T como una variable
de espacio o del tiempo. En el trabajo se aplican con ejemplos en caudales medios del rio Pamplonita los
conceptos de espacio muestral, evento, sigma dlgebra, espacio medible, variable aleatoria continua, espacio de
probabilidad y proceso estocdstico. El trabajo se desarrollé en el marco del proyecto de investigacion UMNG ING
1770 de 2015, con recursos financieros de la Vicerrectoria de Investigaciones y en conjunto con la Universidad de
Pamplona.
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Abstract

The aim of this work is to apply the axiomatic of Andrei Kolmogorov in the construction of a stochastic process for
the case of the average values of the Pamplonita river flows. The formal definition of a stochastic process is given
in the following terms. Let (Q, F, P) be a probability space, T is called the index set and {2, F a measurable space.
A (£, F) stochastic process is valued in (Q, F, P) is a family (Xt) of random variables, such that (Xt) : (Q, F) >
(2, F).. Here t €T; usually in engineering a variable T is taken as a variable of space or time. The work applies in
examples with the average flows of Pamplonita’s River the concepts of sample space, event, sigma- algebra,
measurable space, continuous random variable, probability space and stochastic process. The work was
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developed under the research project 1770 ING UMNG 2015, with funding of the Investigation’s office and
together with the University of Pamplona.

Keywords: Ramdon function, stochastic process, Pamplonita River

INTRODUCCION

Pamplona es un municipio Colombiano perteneciente al Departamento Norte de Santander ubicado al nor-oriente
del pais; el Instituto Geografico Agustin Codazzi, ubica la cabecera municipal a 07° 22" 41” de latitud Norte y 72°
39 09” de longitud Oeste a un altura sobre el nivel del mar de 2300 metros; la temperatura ambiente promedio
es de 15,4°C [4]

La cuenca del rio Pamplonita se ubica sobre la Cordillera Oriental, extendiéndose por el suroeste de Norte de
Santander, desde Pamplona hasta Puerto Santander. En la urbanizacién La Rinconada en Clcuta comienza a
buscar el oriente, por dénde viene raudo el Tachira. Cuentan los cucutefios de antes que el rio bajaba por la
avenida primera y que sus inundaciones o crecidas eran temidas. En ocasiones se lanzé hasta la avenida segunda
y bajé soberbio por el parque Coldn y el hospital. [3].

Este trabajo trata sobre la construccién de un proceso estocdstico en caudales medios del rio Pamplonita
aplicando la axiomdtica de Andrey Kolmogorov. La teoria moderna de procesos estocasticos centra su atencion
en los conceptos de sigma algebra, espacio medible, filtraciones, martingalas, variable aleatoria y espacio de
probabilidad.

La importancia del trabajo radica en que existe muy poca bibliografia que explique en forma clara y sencilla la
construcciéon de un proceso estocastico. Los datos de los valores medios de caudales fueron aportados en forma
gratuita por el Instituto IDEAM y con soporte en éstos se construyeron los conceptos.

METODOS

Se aplica la axiomatica de Kolmogorov para construir los conceptos de espacio muestral, eventos, sigmas algebras,
espacios medibles, variable aleatoria y espacio de probabilidad.

La definicion formal de un proceso estocastico se da en los siguientes términos [1]. Sea (£2, F, P) un espacio de
probabilidad, T un conjunto indexado y (£2,F) un espacio medible. Un (£2, F) proceso estocastico valorado en
(2, F, P) es una familia (Xt) de variables aleatorias (Xt): (Q,F) = (2, F). Aqui se tiene que t € T; generalmente
en ingenieria se toma a T como una variable de espacio o del tiempo. Como se puede apreciar, el concepto
fundamental para obtener un proceso estocastico es la familia de variables aleatorias Xt, que son funciones que
mandan valores



de un espacio medible (Q, F) a otro espacio medible ({2, F). Los espacios medibles se construyen sélo con las
sigmas algebras y éstas a su vez surgen de los espacios muestrales Q y 2. Un proceso estocdstico es una familia
de variables aleatorias Xt, indexadas en el argumento T. [2]

Un experimento aleatorio es un proceso de caracter repetitivo hecho a partir de reglas bien definidas, con el fin
de verificar o de comprobar una teoria o hipdtesis, cuyos resultados estan sujetos o influidos por el azar [3].

Para el caso del rio Pamplonita se asume que el experimento consiste en los giros de traslacién y rotacién de la
esfera Tierra, con las respectivas incidencias en el comportamiento del rio Pamplonita.

Un espacio muestral es un conjunto de los posibles resultados del experimento aleatorio. Para el caso nuestro, los
sucesos de los caudales medios se redujeron a tres aspectos relevantes: caudales favorables al canotaje, al
abastecimiento de agua y a los procesos de socavacién; por lo tanto, el espacio muestral cualitativo y discreto es
el siguiente:

Se define como Omega (Q) al conjunto de resultados posibles individuales de un experimento aleatorio. Cada
resultado individual es conocido como elemento muestral (w)

w1: Caudal de tratamiento.
w,: Caudal de Dilucion.
w3: Caudal de socavacion.

Los elementos muestrales se representan cualitativamente dentro del conjunto omega (£2) como sigue:
2 = (w1, w2, 3]

Los eventos son los subconjuntos de un espacio muestral. Para cualquier experimento dado podemos estar
interesados en la ocurrencia de ciertos eventos mas que en el resultado de un elemento especifico en el espacio
muestral [8]. Los eventos A (en términos cualitativos) se expresan mediante el caudal de tratamiento (Tr), Diluciéon
(Di) y socavacion (Sc) formuldndolos de la siguiente manera:

A1:w1
Azz(l)z
A3:(1)3

La definicidon de sigma algebra se da en los siguientes términos. Sea @ el conjunto vacio y Q nuestro espacio
muestral anterior, entonces, un sistema F de subconjuntos de un conjunto 2 + @ se llama c-algebra en el
espacio Q [1].

Las propiedades de una o-algebra son:

1. El conjunto vacioestaen F: 0 € F

2. Siendo A un evento que esta en F, también esta su complemento.

3.Si A4, A3, A3 ...es una sucesion de eventos de F, entonces la union y la interseccion de éstos también esta
enF.



Los complementos de los eventos son:

A] = 02— Ay = (w1, w2, w3) — (@1) = (w3, w3)
45 = 2 - A; = (w1, w2, w3) — (W32) = (w1, W3)
A3 = 02— A3 = (w1, w2, w3) — (w3) = (W1, W2)

La union de los eventos es:

A1 U Az = (w1, w3)

A1 U A3 = (w1, w3)

AU A1 = A1 U Az = (w1, ;)
Az U A3 = (w2, w3)

A3U A1 = A1 U A3 = (w1, w3)
A3U Az = A, U A3 = (w3, w3)

La interseccidn es:

AN 4A; = (w) N (w2) =0
AN A3 = (w) N (w3) =0
AN A3 = (w2) N (w3) =0

Cumpliendo las propiedades de una o — Algebra, la sigma algebra total se formula como:

( 9 -Q (A1), (A42),(43),
' A9), (4%), (4%) '
Fr= 4A1 U Az,Al U A3,A2 U A3,$
I A; N Ay, I
\ Ay N Az Ay N As )

0,2, (wq), (w2), (w3), (w4, wz)}

TT ={ ,((1)1,(1)3), (wz,ws)

Al par {2,F} con 2 # @ y una F como una o-algebra sobre 2 se le denomina espacio medible. A
continuacién se formula un espacio de estados 2 que esta contenido en una sigma-algebra F, y sus eventos
(en términos cuantitativos) se relacionan mediante intervalos de caudales de los eventos a estudiar.

02 =1[0.2,128.5]
Evento caudal de tratamiento: E; = [0.2,3.8)
Evento dilucién (E;): E; = [3.8,70.5)

Evento caudal de socavacion (E3):
E3 =[70.5,128.5)



El valor de 128.5 m3/s se establecié como el caudal correspondiente al mas alto valor posible en la seccién
transversal de la estacién hidrolégica.

Los complementos son:

¢ =0—E,= [3.8,128.5]
ES=0—-E,=1[0.2,3.8]U[70.5,128.5]
ES=0-E; =[3.8,70.5)

La unidn es:

E{VU E; =1[0.2,70.5]

E,U E3 =1[0.2,3.8]U[70.5,128.5]
E,U E;=E;U E, =[0.2,70.5]

E, U E; =[3.8,128.5]

Ez;U E{ =[0.2,3.8]U[70.5,128.5]
E3;U E, =FE,U E3 =[3.8,128.5]

La interseccidn es:

E,Nn E,=1[0.2,3.8)n[3.8,70.5)=0
EiNn E3=1[0.2,3.8)n[70.5,128.5) =0
E,n E3=1[3.8,70.5)Nn[70.5,128.5) =@

De acuerdo a lo anterior la sigma algebra total se formula como:
F ={0,2,[E,], [E,), [E3], [ES], [ES), [ES], E1 U E5,Eq U E3,E; U E3, Ey N Ey Eq 0 E3, E; N E3}
( 9,[0.2,128.5],[0.2,3.8),
| [3.8,70.5),[70.5,128.5), |
F= { [0.2,70.5], &
[{[0.2, 38] [7051285},|
k [3.8,128.5] }

La construccion de las variables continua se lleva a cabo de la siguiente manera. Una variable aleatoria X continua
es una funcién medible definida sobre un espacio medible y se expresa con nimeros reales. El interés de una
variable aleatoria reside en permitirnos obviar el espacio de probabilidad abstracto
y trabajar sobre la recta real, conservando las caracteristicas probabilisticas originales.
SeaX:N -0

Entonces X: {w;} — [0.2,3.8)

{w,} - [3.8,70.5)

{w3} - [70.5,128.5)
Donde
2=(0,9, (1], [02], [w3]}
2 ={0,[0.2,3.8),[3.8,70.5),[70.5,128.5)}

Al considerar un espacio medible (22, F) y una funcién X: 2 — R, la variable aleatoria debe cumplir:



XY E)eFVE € F

Dadas las condiciones anteriores se procede a demostrar si efectivamente nuestra X en el caso anterior es una
variable aleatoria.
X'@)=0€F
X1({0.2,3.8}) = {we F:X(w) € {0.2,3.8}} = [w1] EF
X1(3.8,70.5) = [w,] € F
X~1(70.5, 128.5) = [w3] EF
X 1({wy, wp,w3}) €F

Con la anterior comprobacién vemos que X es F — F medible, por lo tanto X se constituye como una variable
aleatoria en un espacio medible. El siguiente paso después de la comprobacién y la obtencion de la variable
aleatoria es la construccién del espacio de probabilidad. Se denomina espacio de probabilidad a los elementos
(N, F,P) y es una descripcion del experimento que describe a cual conjunto pertenecen los posibles resultados
del experimento, cuantificando la incertidumbre en la ocurrencia de sucesos mediante la medida de probabilidad

P (ver la figura 1).

®T xa
X1 X2 i p il P
o P f P 1 0.33 1 0.4
1 0.27 1 0.37 2 0.67 2 0.6
; D.EI:3 ; D.;S 3 0 3 0
xa X10
»3 X4 — —
= — 0 P 0 P
[} P [} P
1 0.35 1 0.25 1 0.32 1 0.19
2 0.65 2 0.74 2 0.68 2 0.81
%5 Xe x11 X1z
i P i P 0 P vl P
1 0.23 1 0.24 1 0.12 1 0.14
2 0.77 2 0.76 2 0.87 2 0.86
3 0 3 o 3 0.01 3 ]

Figura 1. Valores de P en cada evento

El comportamiento temporal de los caudales medios en el rio Pamplonita se refleja en la figura 2, en la cual se
establecen 12 variables aleatorias, una por cada mes.



CAUDALES RIO PAMPLONITA (m3/s)

Figura 2. Comportamiento temporal e caudales medios del rio Pamplonita

RESULTADOS Y DISCUSION

Los datos fueron aportados en forma gratuita por el en La Don Juana. Para cada mes se construyé una
variable aleatoria.

Se constata que formalmente se puede construir el concepto de proceso estocdstico en el marco de la
axiomatica de Kolmogorov.

4 CONCLUSIONES

El trabajo demuestra que en valores de caudales medios del rio Pamplonita se logré construir variables aleatorias
en la axiomatica de Kolmogorov y asi soportar formalmente la creacion de un proceso estocastico.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Liliana Blanco Castafieda. (2003). Probabilidad. Universidad Nacional de Colombia, Bogota.

V. Capasso, An introduction to continuous-time stochastic processes, 2nd ed. Boston, EE.UU. Birkhduser, 2012.

José Bonnet. (2012).Lecciones de estadistica: Estadistica descriptiva y probabilidad. Espafia. Ed club
universitario.

http://www.camacolnorte.com/2013/02/el-rio-pamplonita-de-ayer-y-de-hoy.html

Rodriguez S., Juan G., Quintana C., César D., Rivera A., Héctor U., Mosquera T., Jemay. (2013). Zonificacién del
peligro de remocién en masa en las zonas urbanas segiin método de anadlisis mora y vahrson: estudio de caso.
Revista Ambiental Agua, Aire y Suelo. ISSN 1900-9178, 4 (1). pp: 13 - 22.


http://www.camacolnorte.com/2013/02/el-rio-pamplonita-de-ayer-y-de-hoy.html

